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De alguna forma hay que comenzar. . ., de cémo encontré a la Geo-
metria, o de como la Geometria me encontr6 a mi.

Desde que comencé mi carrera profesional como profesora de
Matematicas, siempre ha habido un bloque de contenidos con los
que me he ido encontrando una y otra vez, y ya han pasado a formar
parte de mi. Al principio fue una casualidad, pero a medida que
transcurria el tiempo, se convirtieron en mi parte favorita de la
asignatura.

En 1998 comencé a trabajar en la Universidad de Salamanca,
primero en la Escuela Universitaria de Educacién y Turismo de Avila,
actualmente en la Facultad de Educacion de Salamanca. Durante
muchos afios la asignatura recurrente en mi docencia fue la Didac-
tica de la Geometria, en nuestro plan de estudios de la Universidad
de Salamanca, correspondiente a las Matematicas y su Didactica II,
del grado de Maestro de Educacién Primaria.

Han sido muchos afios de docencia, de preparacion de materia-
les, de proyectos de Innovacion Docente, asociados a esta y otras
asignaturas. . .

Y también una lluvia de ideas en los congresos con los compa-
fieros del area. Concretamente en las reuniones anuales de la Socie-
dad Espafola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM), y
concretamente en el grupo dedicado al aprendizaje de la Geometria
(APRENGEOM). De ese grupo y de las reuniones periodicas surgie-
ron muchas ideas, muchos recursos. Quiero recordar a dos personas



especialmente: M2 Lluisa Fi6l Mora y Enrique de la Torre, siempre
referentes de los que aprender, escuchar y ayudas encomiables.

Durante estos afios de docencia, he elaborado apuntes, problemas,
recursos manipulativos y online, videos, disefios de asignatura. . .
no siempre se han podido llevar a cabo en su totalidad, a veces la
docencia, el dia a dia mandan y si tienes 80 0 90 alumnos en un aula
se complica todo mucho.

Este banco de recursos e ideas es lo que quiero plasmar en este
libro. Junto con ellos, estin mis recuerdos de los alumnos, de las
clases, de las aulas de la Escuela de Avila donde se han desarrollado.
Han sido muchos afios de aprendizaje y siempre presentes en el dia
a dia.

Me gustaria acabar esta pequefia introduccion personal, con una
justificacion de por qué la Geometria. La encontré en un libro de
Alsina, Burgués y Fortuny de la Editorial Sintesis, y el primer dia de
curso, al comenzar las clases de la asignatura, comenzaba con este
texto:

A modo de comienzo:
¢Por qué Geometria?
« Para conocer una de las ramas matematicas mas instructivas.
« Para cultivar la inteligencia humana.
+ Para desarrollar estrategias de pensamiento.
« Para descubrir las propias posibilidades creativas.
+ Para aprender una materia interesante y tutil.
« Para fomentar una sensibilidad hacia lo bello.
« Para trabajar Matematicas experimentalmente.
+ Para agudizar la visién del mundo que nos rodea.
« Para gozar de sus aplicaciones practicas.
» Para disfrutar aprendiendo y ensefiando.

.. y porque la Geometria desea estar en su clase.

Alsina C., Burgués C., Fortuny J. M. (1999) Invitacién

a la didactica de la geometria. Madrid: Sintesis.
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Capitulo 1

Introduccion a la Geometria
en el aula de Matematicas

Importancia historica, curricular
y enfoque pedagdgico del texto

La definicion formal de Geometria, nos dice que:

La Geometria es la disciplina matematica que estudia el espacio y

las formas (figuras planas y cuerpos) que en ¢l aparecen.

Para saber donde queremos ir, debemos saber de donde venimos.
Comenzar las clases de Geometria con un poco de historia, puede
descolocar a los alumnos. No es abrumarles con datos, fechas,
nombres. . ., mas bien ubicarles, por qué esta rama de las matemati-
cas es importante, por qué el ser humano la necesita, y también por
qué vamos a desarrollarla de la forma que lo vamos a hacer en los
capitulos siguientes. Todo tiene su porqué en matematicas, solo hay
explicarlo y hacerlo visible.

Sus inicios histéricos los podemos establecer en el Antiguo Egipto,
y su aparicion, como tantas cosas, surgié de la necesidad. Antigua-
mente, antes de la construccién de la presa de Asudn, el rio Nilo
sufria crecidas anuales que inundaban las riberas del rio.
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Estas crecidas eran fundamen-
tales para la fertilidad de aquellas
tierras (fig. 1.1), pero cuando el rio
se retiraba a sus madrgenes nor-

males, surgia un problema: habia

*ﬂ' R SN 0 VA S804 que repartir los terrenos y parce-
Figura 1.1. Actividades las que habian sido inundados.
agricolas en Egipto Esto suponia, en definitiva, un

Fuente: httpS//bltIY/34dWalN Célculo de perimetros y areas.
De ahi viene el nombre original:

GEO METRIA
l !
tierra medida

(del latin geometria, y este del griego yewuetpio de yij ge, ‘tierra, y
uetpia metria, ‘medida)

[ -

ELEMENTOS
GEOMETRICOS
DEEVCLIDES,
LOS SEIS PRIMEROS LIBROS DE
LOS PLANOS;

Y LOS ONZENO , Y DOZENO
DE LOS SOLIDOS:

CON ALGVNOS SELECTOS THEORE-
MAS DE ARCHIMEDES.

Precisamente la Geometria
alcanza entidad matematica en
la Grecia del afio 300 a.C. con
Euclides (325-265 aC) y sus
«Elementos», libro base de la
Geometria Clasica o Euclidea
que fue indiscutible hasta 2000
afos después, hasta principios del

TRADVCIDOS, Y EXPLICADOS POR EL

PJACOBO KRESA
DE LA COMPARIA DE JESVS,
Cathedratico de Mathematicas en los  Eftudios
Reales del Colegio Imperial de Madrid;

y eninterin en la Armada Real
en Cadiz.

siglo xx (fig. 1.2).
La estructura del libro es
la siguiente, los «Elementos de

ST e Euclides» estan divididos en

Por Francifco F i i ici
or Francifco Foppens, afio de 1689. varias partes deﬁnlCloneS, pOS_

tulados, nociones comunes y

proposiciones.
Figura 1.2. Los Elementos

de Euclides
Fuente: https://bit.ly/39]9Eij
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1. Definiciones: son 23, absolutamente elementales como con-

ceptos geométricos, por ejemplo:

1. Un punto es lo que no tiene partes.

2. Una linea (recta o curva) es una longitud sin anchura.

3. Los extremos de una linea son puntos.

4. Una linea yace por igual respecto a todos sus puntos (para
Euclides las lineas eran finitas, lo que ahora consideraria-
mos un segmento).

@

Una superficie tiene longitud y anchura.

6. Los extremos de una superficie son lineas.

7. Una superficie plana yace por igual respecto a sus lineas
rectas.

8. Angulo plano es el formado por dos lineas rectas que se
encuentran en el mismo plano y confluyen en un punto.

9. Angulo recto es el formado por dos rectas perpendiculares
entre si.

10. Dos rectas son paralelas si estando en el mismo plano las
prolongamos infinitamente y no se cortan nunca, etc.

El resto de las definiciones son de angulo obtuso, agudo,
circulo, diametro, triangulo, cuadrado...

Hay que poner algunas objeciones a las definiciones de
Euclides porque algunas se apoyan en términos que no han sido
definidos previamente como longitud, anchura, inclinacion, etc.
Como definiciones, como se entienden en nuestro momento
actual, quedan un poco vacias.

Pero {como se puede definir algo de lo que todo el mundo
tiene un concepto claro?: De ninguna manera. De hecho, de
todas estas objeciones surgen las nuevas visiones de la Geometria
en el siglo xx.

Euclides se baso en la intuicion, en las ideas preconce-
bidas que todos tenemos sobre estos términos para describir
sus definiciones. Pero estas definiciones en realidad no son
necesarias por evidentes. Parece ser que lo hizo por motivos
pedagogicos.
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2. Postulados: son cinco sobre los que descansa toda la Geometria

clasica:

1. Por dos puntos siempre pasa una linea recta.

2. Las rectas se pueden prolongar indefinidamente.

3. Se puede trazar un circulo con cualquier centro y cual-
quier radio.
Todos los dangulos rectos son iguales.

5. Dada una recta y un punto exterior a ella existe una tnica
recta que pasa por este punto y es paralela a la recta dada.

De este ultimo postulado se derivan las geometrias no eucli-

deas, ya que no siempre es cierto.

3. Nociones comunes: se trata de verdades aplicables a cualquier
ciencia, recursos argumentativos y de razonamiento que po-
dremos aplicar a casi, cualquier cosa.

1. Cosas iguales a una tercera son iguales entre si.

2. Dadas dos cosas iguales a las que se les suma una misma
cantidad, los resultados son iguales entre si.

3. Dadas dos cosas iguales a las que se les resta una misma
cantidad, los resultados son iguales entre si.
Dos cosas que coinciden son iguales entre si.

5. El todo el mayor que una parte.

1. Proposiciones

A partir de todo lo anterior y usando el razonamiento hipotético
deductivo, llegamos a las proposiciones que son verdades pero con
una demostracion (a diferencia de los axiomas que son verdades
absolutas que no necesitan ser demostradas). A partir de las pro-
posiciones llegamos a los Teoremas, resultados generales, de gran
importancia y utilidad posterior que obviamente también necesitan
ser demostrados.

La estructura deductiva de los «Elementos» es bastante perfecta
y se la ha considerado como modelo de rigor matematico. Pero, a
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finales del siglo xix empiezan las dudas y fue Hilbert (David Hilbert,
1862-1943, Alemania), quien reformul6 la Geometria.

Este matematico consideraba que no hacia falta ninguna definir
todos los primeros elementos de la Geometria y asi introduce puntos,
rectas, planos, etc. sin definirlos previamente. Posteriormente basa su
teoria en veinte axiomas sustituyendo a la formulacion Euclidea.

Sin embargo, el enfoque que da Euclides a la Geometria puede
adaptarse mejor a la ensefianza primaria. Hay que recordar que los
«Elementos» han sido libro de texto hasta principios del siglo xx. De
este modo, la vision de la Geometria y el tema siguiente comienza
con la introduccién de conceptos primeros. Todos ellos muy intuiti-
vos y clarificadores, a veces, carecen de cierto rigor matemadtico, pero
son muy acertados pedagogicamente.

Tenemos que construir nuestra casa geométrica con los primeros
ladrillos, cuando lleguemos a los detalles, a los calculos, al razo-
namiento de los problemas mas complejos, puede que no seamos
conscientes de esos pequenos ladrillos y de la argamasa que los une.
Lo que es claro, es que, si no estan bien construido, puede suceder
como los cimientos y el armazon de una casa, no se ven, cumplen
su funcion, sujetan la construccion de forma firme, si no lo fuese, en
algiin momento, esa construccion se vendria abajo como un castillo
de naipes.

En la ensefianza de las matematicas, coexisten tres tendencias
muy bien diferenciadas, y aunque entre ellas se consideran exclu-
yentes, en la practica se usan de forma indistinta:

1. Logicismo: las matematicas son una rama de la logica y con
ella nos remontamos a la légica aristotélica.

2. Formalismo: uno de sus maximos representantes es el men-
cionado Hilbert y el mayor fue Bertrand Russell (Gales, 1872-
1970) fue un filo6sofo, matematico y escritor britanico.

3. Intuicionismo: El mas util cuando se comienza a ensefiar
matemadticas a niveles inferiores y muy ttil en el caso de la
Geometria y también de otras ramas como la Aritmética.
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En Matematicas superiores es el formalismo el que adquiere
un mayor peso. Pero la intuicién, la claridad la tangibilidad de la
Geometria cldsica nos aconseja usar en ella la intuicioén y simplici-
dad de Euclides.

Muchas veces olvidamos, que los primeros conceptos matemati-
cos, que las primeras resoluciones de problemas. .. las hicimos en
un aula de infantil y primaria.

Los alumnos a los que los maestros ensefian, no sabemos qué
futuro van a tener, pueden ser grandes musicos, o matematicos, o
trabajar en un almacén. . ., esto es una incognita, lo que es cierto
es que todos ellos aprendieron sus primeras matematicas en un aula
de primaria.

Comenzando desde este primer peldafio, subiremos una escalera,
paso a paso, sin saltarnos nada. Partiendo de lo mas intuitivo, de los
mas elemental y elaborando un discurso y un razonamiento cada
vez mas complejo.

En matemadticas, los escalones se suben de uno en uno. No nos
podemos saltar nada, porque en algiin momento esa carencia aflora-
ra. Hay alumnos que suben la escalera mas rapido que otros, todos
somos diferentes y tenemos capacidades distintas. Pero siempre, su-
biremos la escalera de peldafio en peldafio.

Y como toda escalera, comenzamos por el 1. ..

De acuerdo con este planteamiento, la estructura de este manual
es la siguiente: comenzando con un capitulo 2 de conceptos fun-
damentales, los elementos basicos a partir de los que construiremos
nuestra «casa» geométrica; en el capitulo 3 plantearemos problemas
y ejercicios relacionados con estos conceptos fundamentales; en el
capitulo 4 nos encontramos con las figuras en el plano, cémo calcu-
lar perimetros, dreas y la justificacion didactica de estos calculos y
férmulas; en el capitulo 5, tendremos los ejercicios y problemas que
acompaiian a estos conceptos; dedicaremos el capitulo 6 la figuras
planas con peculiaridades geométricas, la circunferencia, el circulo
y elementos relacionados con ellas, asi como los diferentes tipos de
angulos y como calcularlos; en el capitulo 7 tendremos los ejerci-
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cios y problemas correspondientes a estos elementos; en el capitulo
8 abriremos un tema muy amplio, el calculo de longitudes y dngulos
en triangulos, y vislumbraremos el enorme paisaje que la puerta de
la trigonometria nos abre; en el capitulo 9 nos dedicaremos a plan-
tear ejercicios y problemas relacionados con este tema; en el capitulo
10 aterrizaremos en un mundo de tres dimensiones, con los cuerpos
basicos, tanto poliedros como cuerpos de revolucion que se obtienen
por giros de otros mas elementales; en el capitulo 11 plantearemos
ejercicios y problemas con estos contenidos; en el capitulo 12, abor-
daremos el modelo clasico de ensefianza de la Geometria: el modelo
de Van Hiele, que subyace al planteamiento general de todo este
texto, en este momento veremos como todo lo explicado obedece
a este modelo y su justificacion didactica serd obvia con todos los
contenidos a la vista. Acabaremos el libro con la bibliografia, tanto
de libros, articulos, como paginas web recomendadas. Y por ultimo,
en los anexos, apareceran los talleres a realizar en el aula, con ma-
teriales manipulativos cldsicos y también con alternativas que per-
miten mucho mas que jugar como es la papiroflexia, demostraremos
propiedades matematicas manipulando papel, un recurso que nos
permite una reflexion acerca de lo que hacemos, nos permite conec-
tar con la parte tedrica y plasmarla en la realidad, y sobre todo de
facil manejo para cualquier alumno. Manipular papel nos permitira
dar tiempo a cada alumno para reflexionar, hacer, deshacer y com-
probar por si mismo muchas propiedades, conceptos e ideas, con lo
cual la apropiacion personal de las mismas sera mucho mayor que si
«simplemente» lo dejamos en meras demostraciones tedricas.

Todas las imagenes de este libro son de elaboracién propia, bien
usando el software libre Geogebra o fotografias directas de las ma-
nipulaciones en papel a las que se hace referencia antes.

Los contenidos que aparecen en este manual, no estan directa-
mente vinculados con ningun curriculum oficial, ni BOE ni concre-
cién autonomica. En realidad, estos contenidos son autoconsistentes
con la propia epistemologia matematica. Se parte de los conteni-
dos mas elementales y a partir de ellos se estructuran, vinculan y
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apoyan todos los demas. Evidentemente hay una conexion con los
contenidos habituales que se imparten en Educacion Primaria, pero
se mira hacia delante y hacia atras. Tenemos el convencimiento per-
sonal que los futuros docentes de Educacion Primaria, no pueden ver
su etapa educativa aislada en el espacio y el tiempo: sus alumnos
vienen de otra etapa educativa (no obligatoria, pero en nuestro pais
los alumnos estin mayoritariamente escolarizados en ella) y van
a una etapa obligatoria, en la que por normativa, y esto aparece
en cualquier legislacion pasada y actual, se debe conectar con lo
hecho antes.

En matematicas, todo tiene un porqué, a veces por la complejidad
del contenido, por el desarrollo evolutivo de los alumnos, no nos
atrevemos a formular los contenidos con todo el rigor matematico
requerido, pero esto no quiere decir que no debamos formar a los
futuros maestros en este rigor.

En los informes de evaluacion que periodicamente se publican, se
achacan algunos males y defectos de nuestro sistema educativo en el
ambito de las matematicas, a una escasa formacion de los maestros.
No podemos quedarnos cortos en ella. Los maestros deben saber
mas de lo que imparten, para poder hacer una trasposicion didactica
adecuada de los contenidos a la realidad de su aula, cada afio cam-
biante y a lo largo de su carrera docente, multiple en cambios, tanto
de alumnos, capacidades, como de normativas a aplicar.

Siguiendo con esta linea, algunos contenidos expresados en este
manual pueden atribuirse a cursos superiores o inferiores de la etapa
de Educacién Primaria. Nuestro objetivo no es ceiiirnos a un curri-
culum establecido, sino a una estructura légica que debe conocer
un profesional de la docencia, que debe tener un conocimiento ade-
cuado de su materia para impartirla en el aula, sean cuales sean las
circunstancias concretas, especificas de un aula, de una norma, de
una adaptacion curricular especifica.

22



Capitulo 2

Conceptos fundamentales

En este capitulo, vamos a comenzar con las ideas fundamentales,
basicas que se deben tener claras antes de empezar con cualquier
razonamiento o deduccion.

1. Plano, recta, punto, semiplano y semirrecta

Algunas de las definiciones que vamos a presentar se sustentan
en la intuicién, mas que en el rigor. Son necesarias por cuanto nos
permiten comenzar desde lo mas elemental.

11. ;Qué es un plano?

Un plano es un conjunto infinito de puntos. Por ejemplo el tablero
de la mesa, un folio, el suelo, la pared... Nos sirve cualquier ejemplo
que podamos poner, pero insistiendo que los limites no existen, se
pueden prolongar todo cuanto queramos.

Si ensefiamos un pliego de papel, la idea es que pudiéramos pro-
logarlo a lo largo y a lo ancho infinitamente (fig. 2.1).

Los planos no tienen grosor, son de dos dimensiones (largo y ancho).
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Figura 2.1. Dibujo de un plano, infinitamente
prolongable, nombrado formalmente

Los planos son infinitamente grandes, luego solo dibujamos una
porcion de ellos.

Cuando los nombremos, y vamos a ir mezclando notacién rigu-
rosa, se nombran con letras griegas: a, f, v...

1.2. ;Qué es una recta?
Una recta es un subconjunto de infinitos puntos del plano situa-

dos en la misma direccién. Luego toda recta, debe estar incluida en
un plano, como se ve en la figura la recta r esta incluida en el plano

a: rca (fig. 2.2a).

rca

(@) (b)
Figura 2.2. (a) Recta incluida dentro de un plano; (b) Interseccion
de dos planos no paralelos dan lugar a una recta
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